04. CÁC BÀI TOÁN ĐƯỜNG ÐI 


Bai giang Ly thuyết do thị 


e Đường di (path) (độ dài n) từ u tới v trong một đồ thị 
vô hướng là một dãy các cạnh e,, e; ... e, của đô thi 
sao cho f(e,) = (Xo, X41}, f(e5) = D, х2)... Men) = {Xn-1 
X4), VỚI Xo = U Và X, = V. 

° Khi đồ thị là đơn ta ký hiệu đường đi này bằng dãy 


các dinh хо, X,, ... Kp. 
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ĐỒ THỊ EULER 
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e Thành phó Königsberg thuộc Phó (bây giờ goi là 
Kaliningrad thuộc Nga), được chia thành 4 vùng 
bằng các nhánh sông Pregel. Các vùng này gồm hai 
vùng bên bờ sông, đảo Kneiphof và một miền nằm 
giữa hai nhánh của sông Pregel. Vào thé ky XVIII 
người ta đã xây 7 chiếc cầu nỗi các vùng này với 
nhau. 

Vào chủ nhật, người dân ở đây thường đi bộ dọc 
theo các phó. Họ tự hỏi không biết có thé xuất phát 
tại một địa diêm nào đó trong thành phó, di qua tát 
са сас саи, mỗi chiệc cầu không di qua nhiéu hon 
một lần, rói lại trở vé diém xuất phát được không. 
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Lịch sử 


° Leonhard Euler (1707 — 1783) 


Euler's Konigsberg's Bridges 
Problem, 1736 
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biểu bài toán 


° Bài toán tìm đường đi qua tất cả các cầu, mỗi cầu 
không quá một lân có thê được phát biêu lại băng 
mô hình như sau: 


Có tôn tại chu trình đơn 
trong đa đô thị chứa tất cả các cạnh? 
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e Chu trinh đơn chứa tất cả các cạnh của đồ thị G 
được gọi là chu trình Euler (Eulerian circuit — Euler 
circuit). 

e Đường di Euler (Euler path) trong G là duong di don 
chứa moi canh cua С. 

e Đồ thị có chu trinh Euler được goi là đồ thi Euler 
(Euler graph). 

° Đồ thi có đường di Euler được goi là đô thi nửa 
Euler (Semi-euler graph). 
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° Đô thị nào trong 3 hình dưới có chu trình Euler? Nếu 
không, liệu nó có đường đi Euler hay không? 
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Định lý 


e Một đa đồ thị liên thông có chu trinh Euler khi và chỉ 
khi mỗi đỉnh của nó đều có bậc chẵn. 


e Như vậy bài toán 7 cây câu đã được giải: Do đồ thị 
có 4 đỉnh bậc lẻ nên không thé có chu trinh Euler. Vì 
vậy không thé bắt đâu từ một dia điềm bát kỳ, di qua 
mỗi cây câu một lân sao cho quay vé lại địa điểm 


xuất phát. 
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° Dó thị vô hướng liên thông G là nửa Euler khi và chỉ 
khi nó có không quá 2 đỉnh bậc lẻ. 


e Chứng minh: 
e Nếu G không có đỉnh bậc lẻ: theo định lý, hệ quả đúng. 
° Nếu С có 2 đỉnh bậc lẻ и và у. Thêm cạnh íu, у}, G trở 
nên không có bậc lẻ. Do vậy khi đó G có chu trình 
Euler. Suy ra trước khi thêm cạnh lu, v), G phải có 
đường di Euler từ и đến v. 
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Thuật toán tim chu trinh Euler 


e Bước khởi tao: 
• Tim chu trinh C bát kỳ trong G = (V, E). 
° Loai bó khói С các canh trong chu trinh C. 
e Bước lặp: Trong khi E = 2 thực hiện các bước sau: 
e Bước 1. Tim chu trình С’ trong G sao cho tôn tai 1 dinh 
trong C' thuóc C. 
• Bước 2. Loại bó khói О các canh trong chu trinh С”. 
° Bước 3. Chén vào C' chu trinh C ở vi trí thích hợp (vi 
trí dinh chung). 


Két thüc thuát toán ta có C chính là chu trinh Euler 
cán tim 
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e Có thê vẽ thanh та tâu của Mohammed xuất phát 
và kêt thúc tại một điêm băng cách vẽ liên tục và 
không nhất bút lên được không? Vẽ như thê nào? 
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Ví dụ 


• Tìm một chu trình C bát kỳ. 
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Ví dụ 


° Xóa chu trình С đã tìm được ra khỏi С. 
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Ví dụ 


e Tim chu trinh С trên G có đỉnh trên chu trình C dà 
tim duoc. 
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Ví dụ 
e Thêm chu trình C' vừa tim duoc vào C. Xóa С' ra 
khỏi С. 
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Ví dụ 


e Tim chu trình С trên G có đỉnh trên chu trình C dà 


tim được. 
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Ví dụ 
e Thêm chu trình C' vừa tìm duoc vào C. Xóa С' ra 
khỏi С. 
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Ví dụ 
e Tim chu trình С trên G có đỉnh trên chu trình C dà 


tim được. 
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Ví dụ 


e Thêm chu trình C' vừa tim duoc vào C. Xóa С' ra 
khỏi С. 
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Ví dụ 


° Vậy ta có thé vẽ thanh mã táu Mohammed liên tục 
bang một nét và xuât phát/kêt thúc cùng một diém. 
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• Đa dó thị liên thông có đường di Euler nhưng không 
có chu trinh Euler néu và chỉ néu nó có đúng 2 dinh 
bậc lé. 
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e Có thé vẽ các hình sau bằng một nét được không? 


ЕТТ - HCMUS . Bài giảng Lý thuyết đồ thị - Đăng Nguyễn Đức Tiến 


Thuật toán Fleury tìm chu trình Euler 


° Bước 1. Chọn một dinh u tùy ý dé bắt đâu. 

° Bước 2. Chọn một canh dé đi tiếp, chỉ chon cạnh 
câu khi nào không còn lựa chọn nào khác. 

° Bước 3. Đánh даи canh đã di qua cho biết ta không 
thê quay lại cạnh đó. 

° Bước 4. Đi theo cạnh đó đến đỉnh tiếp theo. 

° Bước 5. Láp lại bước 2 cho đến khi nào mọi cạnh 
đêu đã được duyệt. 
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1. Ngoài 7 chiếc cầu dà được хау dựng từ thé ky 
XVIII ở Kaliningrad, người ta xây thêm 2 chiéc nữa 
nói khu B với khu С và khu B với khu D. Một người 
nào dó có thé di qua 9 chiéc cáu, mói chiéc di qua 
düng mót lán và tró vé noi xuát phát duoc khóng? 
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2. Хас định xem các hình sau đây có thê vẽ bằng một 
nét hay không. 
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3. Với giá trị nào của m, n các đồ thị sau đây có chu 
trình Euler? Đường di Euler? 


a) K, 
b OC, 
с) Kan 
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ĐỒ THỊ HAMILTON 
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e [huát ngữ này xuât phát từ trò đô vui do William Rowan 
Hamilton, nhà toán học người Ailen đưa ra vào năm 1857. 

° Giả sử có một khôi thập nhị diện (dodecahedron), môi mặt là 
một ngũ giác déu, Môi dinh trong 20 đỉnh khôi này được đặt 
tên một thành phô. Hãy tìm một đường xuât phát từ một thành 
phô, di dọc theo cạnh của khôi, ghé thăm môi một trong 19 
thành phô còn lại đúng một lân, cuôi cùng trở vê thành phô 
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W. R. Hamilton 
(1805 — 1865) 
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° Đường đi Kg, Ху... X,4, x, trong đồ thi G = (V, E) 
được gọi là đường đi Hamilton (Hamiltonia path, 
Hamilton path) nêu V = (xç, ху, ... х, X] VÀ X; X; 
với 0 <i< j < n. 

e Chu trinh xj, X4, ... X44, Xa, Xo (n > 1) trong đồ thị 
G = (V, E) duoc goi là chu trinh Hamilton (Hamilton 
circuit) пёи Xo, X4, ... X,4, X, là đường di Hamilton. 

e Đồ thi được gọi là dó thi Hamilton (Hamilton graph) 
nêu nó chứa chu trình Hamilton và gọi là đồ thị 
nửa Hamilton (Semi-hamilton graph) néu nó chứa 
duong di Hamilton. 
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Ví dụ 


e Đồ thi nào trong số các đồ thị sau đây là đồ thi 
Hamilton? Là nửa Hamilton? 
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Nhân biết đồ thị Hamilton 


e Cho đến nay, người ta vẫn chưa tìm ra được điêu 
kiện cần và đủ dé tôn tại chu trinh Hamilton. 

e Các kết quả thu được phán lớn là các điều kiện đủ 
dé một đồ thi là đồ thị Hamilton. Phan lớn chúng đều 
có dạng “néu G có só cạnh đủ lớn thì G là Hamilton" 
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Nhận biết đồ thị không là Hamilton 


° Một số tính chát sau đây có thé dùng dé nhận biết 
một đồ thị không là Hamilton: 

e Tính chất 1: Đồ thị có dinh treo không thé có chu trình 
Hamilton. (thật vậy, vì trong chu trình Hamilton mỗi 
đỉnh đêu gắn với 2 cạnh trong chu trình). 

e Tính chát 2: Nếu một dinh có bậc 2 thi cả 2 cạnh liên 
thuộc với đỉnh này phải là một phần của chu trình 
Hamilton. 


° Lưu ý: Chu trinh Hamilton không thé chứa chu trinh 
nhó hon trong nó. 
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Ví dụ 


° Hãy chỉ ra rằng các đồ thị sau không là đồ thị 
Hamilton 
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Một số định lý 


e Định lý Dirac (1952): 
Đơn đồ thị vô hướng G = (V, E) với n 
đỉnh (n > 3) có chu trinh Hamilton néu 
deg(v) > n/2, Vv e V 


e Định ly Ore (1960): 
Đô thị vô hướng G = (V, Е) với |V| 2 3 
có chu trinh Hamilton khi 
V(U, V) e E 3 deg(u) + deg(v)2n 


Ghi chú: 
Øystein Ore (1899 — 1968) là nhà toán học người Nauy. 
*Gabriel Andrew Dirac (1925 — 1985) là nhà toán học người Thuy Si, ông là con trước của nhà toán hoc Paul Dirac (1902 — 1984). 
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° Cả hai định lý Ore và Dirac đều chi là điều kiện đủ 
dé một đơn đồ thị liên thông có tôn tai chu trình 
Hamilton. Tuy nhiên, chúng không phải là điều kiện 
сап. 

e Ví dụ: đồ thi С. có chu trinh Hamilton nhưng không 
thỏa mãn các giả định của định lý Ore hay định lý 
Dirac. 
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үп ry Dre 


e Chứng minh này dua trên dinh ly Ore. 


e Chứng minh: 
• Với mọi cặp dinh u, v є V, không quan tâm có tón tai 
canh (и, v) e E hay không nêu ta đêu có: 
deg(u) + deg(v) 2 n/2 + n/2=n 
• Do đó, theo dinh lý Ore, đồ thị có chứa chu trinh 
Hamilton [dpcm]. 
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Ứng dụng chu trình Hamilton — — 


e Bài toán Mã đi tuan (knight tour): Cho bàn cờ vua 
8x8. Đặt một con mã ở vị trí bất kỳ (x, y). Hãy tìm lộ 
trình sao cho con mã đi qua hết các ô của bàn cò, 
mỗi ô đúng môt lån. 
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1. Xác định xem các đồ thị sau đây có là đồ thị 
Hamilton hay không? Nếu có, hãy chỉ ra, néu 
không hãy giải thích. Câu hỏi tương tự với đồ thị là 
nửa Hamilton. 
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Bài tập 


з. Với các giá trị nào của п, đồ thị sau đây có đường 
đi Hamilton 
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4. Với giá trị nào của m và n đồ thị phân đôi dày đủ 
Ki. CÓ chu trinh Hamilton. 
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Bài tập 


5. Đồ thị có một đỉnh Кё với ba đỉnh bậc 2 thì có chu 
trình Hamilton hay không? Giải thích và cho ví dụ 
minh họa, nêu có. 
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Phát biểu bài toán 


° Định nghĩa đường di có trọng số: 
Cho đồ thị G = (V, E) là đồ thị có trọng số và trọng số 
mỗi canh e là w(e). Với G' là một đồ thi con của G thì 
trọng số của G' duoc định nghĩa là: 


WG) = У ие) 
еєС' 
e Nếu G' là đường di hay chu trình thi w(G') gọi là độ dài 


của С'. 
• Nếu G' là một mach (chu trinh có các đỉnh không lặp 
lại) và w(G ) < 0 thi ta goi G' là mạch ám. 
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Phát biểu bài toán | 


e Cho đồ thi G = (V, E) là một đồ thị có trọng số và s, t 
є V. Gọi P là tập hợp tất cả các đường di từ s tới t. 
Xét bài toán: 

Tim pg e P sao cho p, = min{w(p): p e Р} 

e Bài toán này gọi là bài toán đường đi ngắn nhất 
(shortest path problem) và pạ gọi là đường đi ngắn 
nhất (shortest path) từ s đến t. 
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1. Mặc dù bài toán được phát biéu cho đồ thị có 
hướng có trọng, nhưng các thuật toán sẽ trình bày 
đều có thé áp dụng cho các đồ thị vô hướng có 
trọng bằng cách xem mỗi cạnh của đồ thị vô 
hướng như hai canh có cùng trong lượng nói cùng 
một cặp đỉnh nhưng có chiều ngược nhau. 

2 Khi làm bài toán tìm đường đi ngắn nhất thì chúng 
ta có thé bỏ bớt di các cạnh song song và chỉ са 
lại một cạnh có trọng lượng nhỏ nhất trong số các 
canh song song. 
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3. Đối với các khuyên có trọng lượng không âm thi 
cũng có thé bỏ đi mà không làm ảnh hưởng đến 
kết quả của bài toán. Đôi với các khuyên có trong 
lượng âm thì có thé đưa đến bài toán đường di 
ngắn nhất không có lời giải. 

4.. Nếu G có mạch âm q trên đường đi từ u đến v thì 
đường đi ngắn nhất từ u đến v không tôn tại. Nhận 
xét số 4 này thực chất là mở rộng của nhận xét 3. 
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Ma trận khoảng cách 


• Từ các nhận xét vừa nêu, có thé xem dữ liệu nhập 
của bài toán đường đi ngắn nhất là ma trận khoảng 
cách (distance matrix) D được định nghĩa như sau: 
• Ma trận khoảng cách của С là ma trận D = (D,) với 


0 i= j 
D; Е w(i j) (LJ) Є Е 
+o (13) Е 


• Ма trận khoảng cách còn được gọi là ma trận trọng 
lượng. 
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Ví dụ về ma trận khoảng cách 
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BÀI TOÀN ĐƯỜNG ĐI NGÀN NHẤT 
THUẬT TOÁN DIJKSTRA 
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Thuật toán Dijkstra 


e Edsger Wybe Dijkstra /derkstra/ là 
môt nhà toán học người На Lan. 
Ông đưa ra thuật toán tìm đường đi 
ngắn nhất — thuật toán mang tên 
ông — vào năm 1959. 


1 f= I * M ç 
k. ki 8 E uu 


Dijkstra (1930 — 2002) 
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[Rust ener Dofikser rr Er Ter Марита 


° Xét đồ thi G = (V, E) có trong giả sử không âm. 
e Dữ liệu nhập cho thuật toán là ma trận trong lượng D 
và hai đỉnh u, v cho trước. 
e Dữ liệu xuất là đường đi ngắn nhất từ u đến v. 
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Thuật toán Dijkstra 


e Bước 1. Сап T = V và дап các nhãn: 
Ци] = 0; L[k] = +=, Vk e Vu]; 
Prev[k] = -1, Vk e V. 

° Bước 2. Néu v € T thi dừng và giá trị Цу] chính là độ dài 
đường di ngàn nhât từ и дёп v và Prev|[v] là dinh пат 
ngay trước v trên đường di đó. 

° Bước 3. Chọn đỉnh i e T sao cho L[i] nhỏ nhất và дап 
T = ТШ. 

° Bước 4. 

° Với Vk e T và từ dinh i (ở bước 3) đến dinh k có cạnh nói: 
nêu L[k] > L[i] + D„ thi 
Сап L[KJ = L[i] + О, và Prev[k] = i 
° Trở về bước 2. 


ЕТТ - HCMUS . Bài giảng Lý thuyết đồ thị - Đăng Nguyễn Đức Tiến 


Ví dụ Dijkstra 


• Vi dụ 1 
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Ví dụ Dijkstra 


e Vi dụ 1 
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Ví dụ Dijkstra 


• Vi dụ 1 


F = p= 
КО 2 5 t 


9 
ИШ. > 4 B + 
л | = 


4 -1 
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Ví dụ Dijkstra 


• Vi dụ 1 


Fi 
О 5 


$ 
ИШ. 6 7 č 4 s 
4 S 
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t 


+co 


-1 


Ví dụ Dijkstra 


• Vi dụ 1 
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Ví dụ Dijkstra 


e Vi dụ 1 
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Ví dụ Dijkstra 


e Vi dụ 1 
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° Tim đường đi ngắn nhất bằng thuật toán Dijkstra từ 
đỉnh a đến đỉnh z cho đồ thị sau: 
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BÀI TOÀN ĐƯỜNG ĐI NGÀN NHẤT 
THUẬT TOÁN BELLMAN 
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e Thuật toán Bellman hay còn gọi là thuật toán 
Bellman — Ford do hai tác giả Bellman và Ford 
(Lester Randolph Ford, (1886 —1967)) dua ra. 
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Thuật toán Bellman — Dữ liệu vào/ra 


e Thuật toán Bellman có thé tim được đường đi ngắn 
nhất trên đồ thị có trọng số âm. 

e Dữ liệu nhập cho thuật toán là ma trận trọng lượng D 
và đỉnh bắt đầu x cho trước. 

e Thuật toán này tìm đường đi ngắn nhất từ một đỉnh 
cho trước của đồ thị đến mỗi đỉnh khác néu đường 
đi không đến được mạch âm. 

° Nếu phát hiện đồ thị có mạch âm thì thuật toán dừng. 
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Тее toan aiman 


Cho trước đỉnh x e V. 
Bước 1. Khởi tạo: 
e л(0, x) = 0; n(0, i) = +œ, Vi z x; k = 1. 
e Prev(i) 2 i, Vi e V 
Buóc 2. Với mỗi i e V ta cập nhát: 
° z(k, i) = min((z(k-1, )) C (z(k-1, j) + D J) 
e Nêu z(k, i) = z(k-1, j) + D; : Prev(i) = j 
Bước 3. 
° Nếu nik, i) = n(k-1, i) với Vi e V thì nik, i) chính là độ dài 
đường di ngan nhát từ x dén i. 
° Nguoc lai 
Nêu k < n thì tăng k = k*1 và trở lại bước 2; 
Ngược lại thì dừng vì từ x đi tới được một mạch âm. 
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Ví du Bellman — Ford 


° Xem đồ thi trong hình vẽ, 
chúng ta sẽ tính toán cho 
2 trường hợp: 

• Các đường di khởi đầu 
từ đỉnh 1, và 

• Các đường di khởi đầu 
từ đỉnh 3. 
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Ví du Bellman - Ford 


e Bắt đầu từ dinh 1 
e Khởi tao: r(0, 1) = 0; (0, i) = +œ, Vi z X; 
о К = 1 


лак 11 2 3 а 5 б 


К=0 уй ж = |0 “sờ besser. роо [esse | SES 


e Với k = 1, cập nhật x(1,i) Vi e V 
theo công thức: 


e mk, i) = min(f z(k-1, i)) C [z(k-1, j) + DJ) 


лак D1 D2 3 а 5 6 


k=0vàn= 0 +0 +% +% +оо + 


kế | Уй л = [| 1 2 io | en |00 
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Ví dụ Bellman - Ford 


e Với k = 2, cập nhật д(2, i) vi e V 
theo công thức: 

° z(k, i) = min({z(K-1, i)} C {л(К-1, j) + D J) , 
nyak 11 (2 3 а 5 6 
kOvar= 0 +оо +оо +оо +оо +оо 
к= к = 1 2 +оо +оо +оо 
ke2vàn= -1 1 2 7 1 6 


e Vói k = З 
Frramnrnrnrnrnrnrn 
K (vua 0 +оо +оо +оо +o +оо 
КЕС 0 1 2 +оо +o 400 


k=2vàn= -1 |] 2 7 1 6 
k=3vàn= -1 0 1 7 1 © 
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Ví du Bellman — Ford 


луй k кыш ыш 


e VớIk= 4 

e VớIk= 5 

e Vóik = 6 
k=0 vàn = 0 
Klum 0 
k? vast 
k-o vau І 
k-4vàn-2 -2 
kz5 уат 122 
к=буал= -3 
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TEO | r90 | red 


| 


O D m. ma 


2 


+оо +оо 

1 6 
3 

0 3 

kg 


— Đặng Nguyễn Đức Tiến 


Ví du Bellman — Ford 


° Trường hop đường di khói đầu 
từ dinh 3, thuật toán dừng và 
cho biết có đường di ngắn nhất 
từ đỉnh 3 đến mỗi đỉnh còn lại 
hay không. Các số trong ngoặc 
là các giá trị của đỉnh trước. 


r và k е кет 


K Na rF 


0 œ œ œ œ 
jm wem |0 o оо 5(3) -l(3) 403) 
КЕ vars 0 mẽ. S C ЕЗИ) 
ГЕУ О оо reor 1206) lO) 105) 
=4vàn= 0 œ o 26) -1(3) 1(5) 


ЕТТ - HCMUS . Bài giảng Lý thuyết đồ thị - Đăng Nguyễn Đức Tiến 


Ví du Bellman — Ford 


° Dựa vào bảng trên có thé suy ra: 
e Đường di từ З đến 1 hay 2: không có; 
e Đường di ngắn nhất từ 3 đến 4 (độ dài 2): 
4< 6<— 5< 3; 
• Đường đi ngắn nhất từ 3 đến 5 (độ dài -1):5< 3; 
e Đường đi ngắn nhất từ 3 đến 6 (độ dài 1): 6< 5< 3. 


шиини 
k=0 уйл = 0 

k=l và x= 0 œ œ 5) -1(3) 4(3) 
k=2 và 7 = 0 œ œ 5) -1(3) 1(5) 
k=3 và 7 = 0 œ œ 2(6) -1(3) 1(5) 
k=4 và 7 = 0 œ œ 2(6) -1(3) 1(5) 
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BÀI TOÁN ĐƯỜNG ĐI NGÀN NHẤT 
THUẬT TOÁN FLOYD — WARSHALL 
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e Thuật toán được nhà toán hoc người My, Robert 
Floyd (1936 — 2001) đưa ra vào năm 1962. 

° Bernard Roy (1934 - ) cũng đưa ra thuật toán tương 
tự vào năm 1959. Do vậy, thuật toán còn có tên gọi 
là Roy — Floyd. 

e Stephen Warshall (1935 — 2006) cũng công bó một 
thuật toán tương tự vào пат 1962. 

МЕ Ë ' “А 
TNT 


Robert Floyd Bernard Roy Stephen Warshall 
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Thuật toán Floyd 


e Thuật toán Floyd được dùng dé tìm ra đường di 
ngắn nhất giữa tất cả cặp đỉnh bất kỳ của một đồ thị 
G với các cạnh có trọng lượng dương. 

° Dữ liệu nhập cho thuật toán là ma trận trọng lượng 
D. 
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Thuật toán Floyd 


e Khởi đầu với ma trận trọng số D. 

e Thực hiện п lần lặp trên D. Sau bước lặp thứ к, D[i,j] 
chứa độ dài đường đi ngắn nhất từ đỉnh ¡ đến đỉnh j 
mà chỉ đi qua các dinh có chỉ só không vượt quá k. 

° Vậy trong bước lặp thứ k ta thực hiện theo công 
thức sau đây: 

D [ij] = min (07, , ОК] + DV[k,]) 
với k 21,2, ...,n. 
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Cài đặt thuật toán Floyd 


void Floyd() 
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